LES GÉOMÉTRIES NON EUCLIDIENNES

Claude Boucher
Dans le premier livre de ses Éléments, Euclide ((IIIe siècle) formulait un axiome (le cinquième) qui s’énonçait comme suit : si une sécante croise deux droites en produisant des angles intérieurs du même côté dont la somme est plus petite que deux angles droits, les prolongements de ces deux droites devront nécessairement se rencontrer. Ce que l’on peut illustrer par la figure que voici. 

[image: image1.png]



On peut dire de cet axiome qu’il fut un mal-aimé de l’histoire de la géométrie. Il semble qu’Euclide lui-même ne l’ait accepté qu’à son corps défendant après avoir vainement tenté de le démontrer à partir des autres axiomes des Éléments dont l’évidence lui paraissait moins discutable. Par la suite, bien d’autres mathématiciens éprouveront à son égard les mêmes réticences, essayant à leur tour d’en faire la démonstration. Mais en vain. Dans une thèse de doctorat intitulée Conatuum præcipuorum theoriam parallelarum demonstrandi recensio (Revue des principales tentatives pour démontrer l’axiome des parallèles), présentée en 1763 à l’université de Göttingen, Georg Simon Klügel (1739 – 1812) recensait près d’une trentaine de prétendues preuves de ce cinquième axiome, mettant en lumière les failles qui entachaient la validité de ces preuves.

Quelques décennies plus tôt, un jésuite italien, le père Girolamo Saccheri (1667 – 1733), avait essayé de démontrer par l’absurde le cinquième axiome. En s’appuyant sur les autres axiomes des Éléments et sur la négation de ce cinquième axiome, il avait développé une théorie dont il espérait tirer une contradiction flagrante. Il avait certes obtenu une géométrie si étrange qu’il conclura que ses conséquences « répugnent à la nature de la ligne droite ». Par exemple, dans une telle géométrie la somme des angles d’un triangle n’était pas égale à 180°. Mais il lui fut impossible de parvenir à l’une de ces contradictions manifestes qui viennent habituellement clore les preuves par l’absurde. Ce qui l’avait conduit à publier l’année de sa mort un traité intitulé Euclides ab omni nævo vindicatus (Euclide exonéré de toute souillure).

Dans la Critique de la raison pure (la deuxième édition date de 1786), Emmanuel Kant (1724 – 1804) rangeait cet axiome, tout comme l’ensemble des axiomes et des théorèmes de la géométrie d’Euclide, parmi les jugements apodictiques ( du grec apodeiktikos qui signifie péremptoire. Il entendait par là un énoncé qui s’impose à la raison de manière universelle et nécessaire, indépendamment de toute observation ou expérience. Mais, peu avant, le mathématicien allemand Johann Heinrich Lambert (1728 – 1777) avait été conduit par ses recherches à discuter, sinon à mettre en doute, le caractère contraignant de cet axiome. 

À la fin du XVIIIe siècle, un mathématicien écossais, John Playfair (1748 – 1819), publiait une traduction des Éléments d’Euclide dans laquelle il montrait que le cinquième axiome est logiquement équivalent à l’énoncé suivant : étant donnés une droite D et un point P situé hors de cette droite, il est possible de tracer une et une seule droite qui soit parallèle à la droite donnée. Ce qu’illustre la figure suivante.
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En vérité, dans ses commentaires de l’œuvre d’Euclide, le philosophe byzantin Proclus avait déjà au Ve siècle de notre ère formulé un tel énoncé. Néanmoins, un usage solidement ancré donne fréquemment à cette proposition le nom de postulat d’Euclide, et une géométrie qui s’appuie sur un tel postulat est dite euclidienne.

En compulsant après sa mort les manuscrits qu’il avait laissés, on apprendra que Carl Friedrich Gauss (1777 – 1855) avait dès 1792 posé les jalons d’une géométrie où ce célèbre postulat était remplacé par le suivant : étant donnés une droite et un point situé en dehors de cette droite, il est possible de tracer plus qu’une droite qui passe par ce point et soit parallèle à la droite donnée. Il obtenait ainsi une géométrie évidemment différente de celle d’Euclide ( on l’appellera par la suite géométrie hyperbolique (, mais dont la cohérence interne était aussi rigoureuse que la précédente. Gauss se garda bien néanmoins de publier ces résultats de peur de soulever, écrira-t-il, les « hauts cris des béotiens ». Mais, sous sa plume, les géométries non euclidiennes venaient de naître.

Quelques décennies plus tard, deux jeunes mathématiciens, le Hongrois Janos Bolyai (1802 – 1860) et le Russe Nicolaï Ivanovitch Lobatchevski (1792 – 1856), professeur à l’université de Kazan, sans connaître les travaux de Gauss, s’engageaient chacun de leur côté dans les sentiers que ce dernier avait secrètement tracés. Par malheur, comme ils habitaient loin des centres scientifiques réputés, leurs travaux ne connaîtront à l’époque qu’une faible diffusion.

Mais, entre-temps, les progrès de la recherche géométrique soulevaient un nombre croissant de questions délicates que l’on ne pouvait espérer résoudre qu’après un examen critique approfondi des fondements mêmes de la géométrie classique. En 1854, Bernhard Riemann (1826 – 1866), qui avait été l’élève de Gauss, s’attaqua brillamment à cette tâche en présentant une thèse intitulée Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen (Sur les hypothèses qui servent de fondement à la géométrie). Dans ce travail, il en vient à proposer une nouvelle variante du postulat d’Euclide qui se présente comme suit : étant donnés une droite et un point situé en dehors de cette droite, il est impossible de tracer une droite qui passe par ce point et qui soit parallèle à la droite donnée. Félix Klein (1849 – 1925) appellera géométrie elliptique une théorie construite en s’appuyant sur ce type de postulat. 

On se retrouvait donc devant trois types de géométries : l’une qui reposait sur le postulat d’Euclide et deux qui prenaient le contre-pied de celui-ci, soit en admettant la possibilité de tracer plus d’une parallèle à une droite donnée, soit en admettant qu’il était impossible de tracer une telle parallèle. Posons tout de suite la question qui nous vient spontanément à l’esprit. Laquelle de ces trois théories est la vraie : celle d’Euclide, celle de Gauss, Bolyai et Lobatchevski ou celle de Riemann ? Pendant longtemps, comme semblait le penser Kant, la réponse paraissait évidente : celle d’Euclide. Mais la suite de l’histoire des mathématiques et de la science devait nuancer, voire ébranler, une telle certitude. 

En 1869, dans une note intitulée Über die sogenannte nicht-euklidische Geometrie (Sur les soi-disant géométries non euclidiennes), Klein montrait que la géométrie d’Euclide, tout comme les géométries non euclidiennes, sont des cas particuliers de la géométrie projective, une géométrie qu’il est possible d’élaborer sans faire appel au postulat des parallèles. Il reste que ce ne sera pas sans résistance que ces géométries nouvelles ( on peut aussi inclure parmi celles-là les géométries qui exploraient les propriétés des espaces ayant plus de trois dimensions ( seront acceptées par l’ensemble des membres de la communauté mathématique. Le mathématicien italien Giusto Bellavitis qualifiait la géométrie de Lobatchevski de géométrie pour hôpital psychiatrique. Charles Dodgson, professeur de mathématiques à Oxford ( il deviendra célèbre sous le pseudonyme de Lewis Carroll en publiant Alice au pays des merveilles ( commettra en 1879 un texte satirique, Euclid and his modern rivals, qui se déroule dans les Enfers, où Minos voue aux flammes perpétuelles les géomètres infâmes qui ont osé mettre en doute le cinquième axiome des Éléments. 

En formulant cette question sur la vérité d’une théorie mathématique, on touche à un problème capital qui continuera de hanter l’épistémologie des mathématiques ( autrement dit, l’étude critique des fondements de cette discipline ( durant une importante partie du XXe siècle. Pour tenter d’y répondre, on peut emprunter deux principales avenues. L’une concerne la cohérence interne de ces trois théories. On se demandera ( un peu à la manière dont Saccheri avait procédé pour établir la véracité du cinquième axiome ( s’il n’est pas possible de tirer une contradiction à partir des axiomes de l’une ou de l’autre d’entre elles. Toute théorie contradictoire doit être impitoyablement écartée, ou tout au moins soumise à une prophylaxie rigoureuse visant à faire disparaître les sources de cette contradiction.

L’autre approche se proposerait d’établir la conformité de l’une de ces théories avec la réalité (si tant est que l’on soit capable de déterminer avec une quelconque certitude en quoi consiste cette réalité). Et, après tout, pourquoi ne se pourrait-il pas que ces théories, loin de s’opposer, constituent des modèles complémentaires de secteurs distincts de la complexe nature des choses et du mystérieux espace dans lequel cette nature est immergée ? Henri Poincaré avait écrit : « L’expérience est la source unique de la vérité : elle seule peut nous apprendre quelque chose de nouveau. » Pour lui, une géométrie n’est pas plus vraie qu’une autre, elle ne peut qu’être plus ou moins commode pour analyser un ordre donné de phénomènes. 

C’est ainsi que l’on sera progressivement conduit à remettre en question la définition traditionnelle d’une théorie mathématique et le problème de ses rapports avec la réalité. Et c’est par le biais de la géométrie que l’on percevra les signes avant-coureurs de la crise des fondements des mathématiques dont nous traiterons dans peu d’instants. Au premier abord, certes, on sera porté, comme Kant le faisait dans sa Critique de la raison pure, à conclure que l’axiome voulant que l’on puisse tracer une et une seule parallèle à une droite donnée à partir d’un point situé hors de cette droite s’impose de manière péremptoire à la perception et à la pensée. Cela peut paraître évident quand on dessine sur une feuille de papier posée sur une table.

Mais imaginons une fourmi-arpenteur ignorant tout de la courbure de la surface terrestre, placée à l’équateur en un point A situé à quelques mètres d’un méridien terrestre, c’est-à-dire de l’un de ces grands cercles qui passent par les pôles et qui, par conséquent, coupent perpendiculairement l’équateur. Supposons qu’on demande à cette courageuse fourmi de tracer sur la surface terrestre une droite parallèle à ce méridien. 

Forte des connaissances en géométrie plane qu’elle a acquises au creux de sa fourmilière, elle se dira qu’il lui suffit pour accomplir cette tâche de partir de A en élevant une « droite » perpendiculaire à l’équateur. En tous cas, en procédant ainsi, elle croira de bonne foi se diriger en ligne droite. Par malheur, à mesure qu’elle poursuivra sa tâche, la courbure de la Terre la rapprochera de plus en plus du méridien initial. De sorte que, rendue au pôle Nord, la prétendue droite parallèle viendra couper ce méridien. C’est dire que la validité et, a fortiori, l’évidence du postulat d’Euclide s’évanouissent quand on l’applique à une surface courbe. 

Dans le cas elliptique (où on ne peut tracer aucune parallèle à une droite donnée), il suffit, comme dans l’exemple de la fourmi-arpenteur, de considérer comme modèle la surface d’une sphère, et de prendre comme « droites » les grands cercles dessinés sur cette surface. Pour obtenir un grand cercle passant par deux points donnés, il suffit de déterminer l’intersection de la surface de la sphère avec le plan défini par ces deux points et le centre de celle-ci. On appelle ligne géodésique (ou plus brièvement géodésique) tout segment d’un de ces grand cercles. Comme les droites ordinaires dans un plan, les géodésiques représentent sur une surface sphérique le plus court chemin entre deux points. Une société aérienne qui entend établir un vol entre deux villes a intérêt dans la mesure du possible de faire suivre à ses avions la géodésique qui les unit. On remarquera que sur une surface sphérique la courbure est considérée comme ayant une valeur constante positive.

Dans le cas hyperbolique (où on peut par un point donné tracer au moins deux droites parallèles à une droite donnée), plusieurs types de figures ont été proposés au fil des ans pour modéliser une telle géométrie. Nous choisirons d’abord parmi celles-là la pseudosphère dont l’histoire, comme nous allons le voir ne manque pas de pittoresque. Mais il nous faut pour décrire cette figure parler au préalable d’une courbe conçue au XVIIe siècle et appelée tractrice. 

Claude Perrault (1613 – 1688) n’était pas appelé par ses professions de médecin et d’architecte à jouer un rôle important dans l’histoire des mathématiques. En vérité, son frère Charles, avec ses Contes de ma mère l’Oye, sa Cendrillon, son Petit Chaperon rouge et son Chat botté, ainsi que son rôle de porte-étendard dans la querelle des Anciens et des Modernes, devait laisser une trace bien plus marquante dans l’histoire de la culture et de la pensée. Mais Claude eut un jour l’idée de mettre sa montre au milieu d’une table, de tendre vers le rebord la chaîne qui retenait cette montre, de déplacer lentement l’extrémité de la chaîne le long du rebord de la table et de se demander s’il était possible de décrire mathématiquement la trajectoire que suivrait la montre. Cela se passait en 1676. Le problème était facile à poser, mais bien moins facile à résoudre. Par bonheur, Gottfried Leibniz et Isaac Newton s’étaient dès cette époque attaqués à la création du calcul différentiel et intégral, et ce fut grâce à cette théorie nouvelle que le mathématicien, physicien et astronome néerlandais Christiaan Huygens apportait en 1693 une solution correcte au problème posé par Claude Perrault. Il donna à la courbe qu’il avait obtenue le nom de tractrice, mot créé à partir du mot tractus, participe passé d’un verbe latin qui signifie traîner ou tirer.
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Dans la figure ci-dessus, supposons que la montre (réduite en un point : nous sommes dans le monde idéal de la géométrie) soit en M, que la chaîne soit tendue de M à A et que l’axe vertical représente le rebord de la table. Si le point A se déplace vers le haut le long de l’axe vertical, M suivra une trajectoire donnée par la branche de cette courbe dirigée vers la haut. Si A se déplace vers le bas le long de l’axe vertical, on obtient la branche symétrique dirigée vers le bas. Théoriquement, ces deux branches (qui forment la tractrice) s’approchent de manière asymptotique de l’axe vertical, autrement dit, elles se rapprochent de plus en plus de cet axe quand A tend vers l’infini.

Si on fait tourner une tractrice autour de l’axe vertical, on obtient une figure dans l’espace qui a reçu le nom de pseudosphère qui est représentée dans la figure suivante :
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Le nom que l’on a donné à cette figure peut paraître paradoxal, puisque sa forme ne rappelle en rien celle d’une sphère. Ce nom s’explique néanmoins par le fait que la sphère possède une courbure positive constante et une surface finie et fermée, tandis que la pseudosphère possède une courbure constante mais négative, et que sa surface est ouverte et infinie. Certains auteurs préfèrent donner le nom d’antisphère à ce type de figure. Dans ce modèle de géométrie hyperbolique, les « droites », on pourrait aussi dire les géodésiques, correspondent aux diverses positions de la tractrice quand on la fait tourner autour de son axe vertical pour générer la pseudosphère.

Un autre modèle de géométrie hyperbolique peut être obtenu en considérant la surface d’une figure dans l’espace qui a reçu le nom de paraboloïde hyperbolique. Il existe plusieurs façons de caractériser une telle figure. La plus simple manière de générer une telle surface consiste à faire glisser une droite le long de deux droites qui ne sont pas coplanaires (autrement dit, qui ne sont pas situées dans un même plan). De manière imagée, on appelle selle de cheval un tel type de surface. Les « droites » sur une selle de cheval correspondent aux positions occupées par la droite génératrice en mouvement.
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On peut démontrer que dans l’un ou l’autre de ces deux modèles de surfaces (la pseudosphère et la selle de cheval) le postulat d’Euclide n’est pas satisfait, puisqu’à partir d’un point situé en dehors d’une « droite » donnée il est toujours possible de tracer deux « droites » distinctes qui ne rencontrent pas la « droite » donnée. Comme dans le cas de la surface sphérique, la courbure de ces surfaces est constante, mais elle prend alors une valeur négative.

D’un strict point de vue logique, les géométries elliptique ou hyperbolique se révélèrent aussi cohérentes que la géométrie euclidienne classique, tout en différant par de nombreux aspects de celle-ci. Par exemple, alors que dans la géométrie euclidienne la somme des angles d’un triangle est égale à deux droits, dans la géométrie elliptique cette somme est supérieure à deux droits, tandis que dans la géométrie hyperbolique elle leur est inférieure. L’apparente cohérence de ces diverses géométries, qui n’a pas été prise en défaut jusqu’ici, est un puissant argument en faveur de la thèse voulant que le cinquième axiome d’Euclide soit indépendant des autres axiomes de la géométrie et, par conséquent, qu’il ne peut pas être démontré à partir de ceux-là. 

Mais, en dépit de cette cohérence, les géométries non euclidiennes parurent à l’époque comme des curiosités intellectuelles tout à fait gratuites, dénuées de tout rapport avec la réalité. Or, au siècle suivant, les recherches des astrophysiciens les amenèrent à concevoir des modèles de l’espace-temps suivant lesquels, à grande échelle, le cosmos présentait une courbure qui l’amenait à se refermer sur lui-même. Si nous ne parvenons pas à percevoir cette courbure, c’est parce que, immergés dans cet espace-temps, nous sommes placés dans une situation analogue à celle de notre fourmi-arpenteur qui, à cause de sa petitesse, était incapable de se rendre compte de manière immédiate de la courbure de la surface terrestre. Il se pourrait que les géométries non euclidiennes se prêtent bien mieux que la géométrie d’Euclide à la formulation de ces modèles de l’espace-temps, en particulier au voisinage des trous noirs : ces étranges objets que nous a révélés l’astrophysique contemporaine au sein desquels régnerait une gravité si intense qu’elle déchire le tissu de l’espace-temps et dévore tout ce qui se trouve en son voisinage.
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